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R�esum�e � Nous abordons le probl�eme de la synth�ese de controleurs �a travers di��erents mod�eles
allant des syst�emes de transitions �nis aux syst�emes hybrides en nous int�eressant �a des propri�et�es de
suret�e� Dans ce cadre� nous nous int�eressons principalement au probl�eme de synth�ese pour un mod�ele
interm�ediaire � les syst�emes de transitions symboliques� L�analyse des besoins de mod�elisation nous
am�ene �a red�e�nir la notion de controlabilit�e en faisant porter le caract�ere de controlabilit�e non plus
sur les �ev�enements mais sur les gardes des transitions� puis �a d�e�nir des algorithmes de synth�ese
permettant l�usage d�approximations d�assurer la �nitude des calculs� Nous g�en�eralisons par la suite
notre m�ethodologie au controle de syst�emes hybrides� ce qui donne un cadre uni��e du probl�eme de la
synth�ese pour un ensemble consistant de mod�eles�

Mots cl�es � syst�emes de transition �nis hybrides et symoliques� synth�ese de controleurs� propri�et�es
de suret�e� interpr�etation abstraire

�Abstract� pto�
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Supervisory Control of Discrete or Hybrid Symbolic systems

Abstract� In this paper� we tackle the safety controller synthesis problem for various models ranging
from �nite transition systems to hybrid systems� Within this framework� we are mainly interested in
an intermediate model� the symbolic transition system� Modeling requirements lead us to rede�ne the
concept of controllability by applying it to the guards of symbolic transitions� instead to events� We
then de�ne synthesis algorithms based on abstract interpretation techniques so that we can ensure
�niteness of the computations� We �nally generalize our methodology to the control of hybrid systems�
which gives an uni�ed framework to the supervisory control problem for several classes of models�

Key�words� Finite state machine� hybrid and symbolic systems� supervisory control problem� safety
properties� abstract interpretation
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� Introduction

Parmi les di��erentes m�ethodes de conception et de validation� la synth�ese de controleur est sans
doute l�une des plus s�eduisantes� Elle permet entre autre de ra�ner une sp�eci�cation incompl�ete de
mani�ere �a atteindre un certain objectif� typiquement la satisfaction d�une propri�et�e non encore v�eri��ee
sur le syst�eme initial� Le ra�nement consiste dans ce cadre �a contraindre une sp�eci�cation a�n d�at�
teindre l�objectif �x�e� En ce sens� la synth�ese proc�ede par �elimination de comportements ind�esirables�
et dans son cadre classique ne cherche pas �a ajouter ou �a inventer de nouveaux comportements au
syst�eme initial�

La synth�ese de controleur est un domaine de recherche bien �etabli� qui se trouve �a la fronti�ere de
plusieurs disciplines�

�� L�automatique discr�ete� qui �etudie les syst�emes �a �ev�enements discrets�

	� l�informatique fondamentale� et plus sp�eci�quement le model�checking�

�� en�n� l�automatique des syst�emes r�egis par des �equations di��erentielles�

Les deux premi�eres disciplines ont comme point commun d�utiliser le meme type de mod�ele pour
mod�eliser les syst�emes �a controler et les propri�et�es �a assurer� �a savoir des mod�eles �a base d�automates
qui d�e�nissent des langages formels sur des alphabets d��ev�enements �		� 	��� Une id�ee fondamentale
de cette approche est l��equivalence entre certaines classes de langages formels et leurs repr�esentations
�a base d�automates �sans oublier leurs repr�esentations �a base de formules de logique temporelle �	
���
Une autre caract�eristique est que ces mod�eles �a base d�automates ne sont pas symboliques� au sens o�u
ils n�int�egrent pas la notion de variable�donn�ee et d�op�erations alg�ebriques sur ces donn�ees�

En revanche� le controle de syst�emes r�egis par des �equations di��erentielles a adopt�e depuis le mi�
lieu des ann�ees �
 le mod�ele des syst�emes hybrides �	�� Le terme hybride signi�e ici que ces syst�emes
combinent un comportement discret� mod�elisant par exemple un changement de mode de fonctionne�
ment� avec un comportement continu� mod�elisant par exemple la loi de commande d�un bras articul�e
d�un robot� Les syst�emes hybrides sont des mod�eles symboliques� au sens o�u ils d�e�nissent l��evolution
de variables �num�eriques�� �evolution qui peut etre discr�ete �par ex�� l�incr�ementation d�un compteur�
ou continue ��evolution d�une variable d�e�nie par une �equation di��erentielle�� Bien que l�on puisse
attribuer aux syst�emes hybrides une s�emantique en terme de langage� il est plus courant d�adopter
la vision math�ematique classique� dans laquelle on s�int�eresse aux propri�et�es portant sur l��etat du
syst�eme �valeur des variables et des fonctions��

En raison de ces traditions diverses� le probl�eme du controle est souvent pos�e d�une mani�ere
sensiblement di��erente selon que l�on s�int�eresse �a des syst�emes discrets ou �a des syst�emes hybrides�
Par exemple� la notion d��ev�enement controlable ou incontrolable� essentielle dans le controle discret�
est g�en�eralement moins explicit�ee dans le controle hybride� L�objet de cet article est de proposer une
cadre uni�cateur au controle des syst�emes discrets et hybrides� cadre qui concerne �a la fois les mod�eles
et la sp�eci�cation des probl�emes de controle sur ces mod�eles� Dans la suite de cette introduction� nous
pr�ecisons notre d�e�nition d�un probl�eme de controle et les crit�eres qui interviennent pour classi�er
di��erentes probl�emes de controle� avant d�annoncer le plan et de pr�eciser les contributions de cet
article�

Probl�ematique du contr�ole� Le probl�eme de la synth�ese de controleur �	�� peut se r�esumer ainsi�
�etant donn�e un syst�eme� qui mod�elise un programme ou un syst�eme �r�eel�� comment forcer ce syst�eme
�a respecter ses sp�eci�cations� en restreignant son comportement le moins possible  Le crit�ere d�opti�
malit�e soulign�e est important� on veut garder le plus de comportements possibles du syst�eme initial�
Une premi�ere question qui se pose est l�impl�ementation du syst�eme control�e�

�� Le controle est�il e�ectu�e de mani�ere interne ou externe 
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Dans le contr�ole interne� on modi�e le syst�eme initial a�n d�obtenir le mod�ele control�e� La vision
adopt�ee est celle du ra�nement d�une sp�eci�cation incompl�ete� a�n de la rendre correcte vis��a�vis
d�exigences bien d�e�nies� Il s�agit typiquement de modi�er les transitions du syst�eme� Dans le contr�ole
externe� le comportement du syst�eme initial est contraint �a l�aide d�un superviseur qui a des moyens
d�action et d�observation sur le syst�eme� Il s�av�ere en fait que les probl�emes sont �equivalents� mais il
convient de sp�eci�er le point de vue adopt�e� La communaut�e syst�emes �a �ev�enement discrets adopte le
point de vue du controle externe� tandis que la communaut�e syst�emes hybrides utilise fr�equemment le
controle interne�

La vision adopt�ee par le controle externe am�ene naturellement les questions suivantes�

	� Quels sont les moyens d�observation du superviseur 

�� Quels sont ses moyens d�actions 

Lorsqu�on s�int�eresse au controle interne� le premier crit�ere devient sans objet� on suppose que tout
est observable� En revanche� le second crit�ere reste pertinent� avec la notion d��ev�enement incontrolable
sur lequel il n�y a pas de moyen d�action� L�a encore� les deux communaut�es que nous avons identi��ees
di��erent sur la d�e�nition et la mod�elisation des moyens de controle et d�observation�

Bien sur� pour d�e�nir pr�ecis�ement un probl�eme de controle selon les crit�eres �enonc�es ci�dessus� il
faut pr�eciser le mod�ele consid�er�e pour repr�esenter un syst�eme� ainsi que le formalisme utilis�e pour les
propri�et�es �a assurer grace au controle�

Algorithmes et Interpr�etation Abstraite� Une fois un probl�eme de controle bien pos�e� il s�agit
de calculer le syst�eme control�e le plus permissif� Ce calcul peut g�en�eralement se ramener �a la r�esolution
d�une �equation de point��xe sur le treillis complet des ensembles d��etats du syst�eme� Le calcul du point
�xe est cependant ind�ecidable� �a moins que l�espace des �etats ne soit �ni ou ne jouisse de propri�et�es
particuli�eres� Cet obstacle peut toutefois etre contourn�e par l�utilisation d�approximations� dans le
cadre th�eorique de l�interpr�etation abstraite� Cela permet d�obtenir une solution correcte� au prix de
la perte du caract�ere optimal du syst�eme control�e obtenu�

Plan et Contribution� Ce papier propose d�uni�er dans un mod�ele unique les principales pr�esentations
du probl�eme de controle apparaissant dans la bibliographie sur le controle des syst�emes �a �ev�enements
discrets et des syst�emes hybrides� et d�e�nit les algorithmes de synth�ese correspondants�

Nous commencerons par pr�esenter au x	 les trois mod�eles de syst�emes que nous allons consid�erer�
dans l�ordre croissant de leur expressivit�e�

! les syst�emes de transitions �etiquet�es �LTS�� qui sont des syst�emes �a �ev�enements discrets� qui
utilisent les notions d��etats� d��ev�enement� et de transition entre �etats�

! les syst�emes de transitions symboliques �STS�� qui sont des syst�emes discrets d�e�nis �a l�aide
de variables et d�op�erations sur ces variables �tests� a�ectations�� Le point important ici est
l�introduction d�une distinction entre syntaxe et s�emantique� et le fait que l�ensemble des �etats
devient potentiellement in�ni�

! les syst�emes de transitions hybrides �HTS�� qui �etendent les STS par l�ajout d�un comportement
continu de certaines variables num�eriques entre deux transitions discr�etes�

La s�emantique de ces syst�emes sera d�e�nie en terme de traces �ou de trajectoires pour les HTS��
Le x� d�etaille les propri�et�es que nous consid�ererons pour le controle� Il s�agit essentiellement les

propri�et�es de suret�e� d�e�nies en terme d�ensemble de traces ou d�ex�ecutions� ainsi que des propri�et�es
de vivacit�e particuli�eres comme celle de non�blocage� Comme les propri�et�es de suret�e peuvent se
ramener �a des propri�et�es d�interdiction d��etats par l�usage d�observateurs� nous nous focaliserons sur les
propri�et�es d�interdiction d��etats �ou par dualit�e� sur les propri�et�es d�invariance�� Nous discutons ensuite
le controle de ces syst�emes selon les crit�eres �enonc�es dans le paragraphe pr�ec�edent� Nous rappellerons
d�abord le cas bien connu du controle des LTS au x�� Nous aborderons ensuite une mod�elisation tr�es
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g�en�erale du probl�eme de controle dans le cadre des STS au x�� Nous discuterons aussi des solutions
algorithmiques pour la synth�ese� et montrerons comment utiliser de mani�ere adapt�ee la th�eorie de
l�interpr�etation abstraite pour contourner le caract�ere ind�ecidable du probl�eme de controle dans ce
cadre� Dans le x�� nous introduirons une notion de priorit�e entre les �ev�enements dans un mod�ele STS�
Cette notion de priorit�e sera exploit�ee au x" qui abordera le controle des syst�emes hybrides� syst�emes
dans lesquelles existe un choix non�d�eterministe entre les transitions discr�etes et l��ecoulement du temps�
Nous int�egrerons la notion de controlabilit�e adopt�ee pour les STS et celle utilis�ee par la communaut�e
des syst�emes hybrides�

� Les di��erents types de mod�eles �etudi�es

Nous pr�esentons ici les trois mod�eles d�automates que nous allons utiliser dans la suite� les syst�emes
de transitions �nis au x	��� les syst�emes de transitions symboliques au x	�	 et les automates hybrides
g�en�eralis�es au x	��� Nous discutons ensuite au x� la s�emantique adopt�ee pour ces automates et les
propri�et�es que nous consid�ererons sur cette s�emantique�

��� Les syst�emes de transitions �nis

Le mod�ele des syst�emes de transitions �nis est le formalisme le plus simple� un tel syst�eme a un
nombre �ni d��etats� et passe d�un �etat �a un autre lorsque se produit un �ev�enement atomique�

D�e�nition � Un LTS est un quadrupletM # �Q�Qo�$��� o�u Q est un ensemble �ni d��etats� Qo � Q
sont les �etats initiaux� $ est l�alphabet des �ev�enements� et �� Q�$�Q est la relation de transition�

Soit M # �Q�qo�$� �� un LTS� On utilisera les notations q
a
� q� pour �q�a�q�� ��� q

a
� pour

�q� � q
a
� q�� Une ex�ecution est une s�equence q # q�

��� q�
��� � � �

�n��

� qn d�emarrant de l��etat
initial� Une trace est la projection d�une ex�ecution sur les �ev�enements� L�ensemble des traces de
M est not�e L�M� � $�� La relation de transition � est �etendue �a une s�equence d��ev�enements

� # �� � � � �n� q
�
� q� � �q�� � � � �qn � q # q�

��� q�
��� � � � qn # q�� Un �etat q est dit bloquant si

	��a � $ � q
a
��� Le syst�eme est dit bloquant s�il existe une ex�ecution menant dans un �etat bloquant�

Nous nous restreindrons �a des syst�emes d�eterministes� pour lesquels la relation de transition est une
fonction de signature Q� $� Q�

Une op�eration essentielle sur les LTS est le produit synchrone�

D�e�nition 	 
Produit synchrone� Soient Mi # �Qi�qi��$� �i�� i # ��	� deux LTS� Leur produit

synchrone M� �M� est le LTS M # �Q�q��$� �� avec Q # Q� �Q�� q� # �q�� �q
�
��� et � est la plus

petite relation satis�ant la r�egle suivante�

q�
a
�� q

�� q�
a
�� q

��

�q��q��
a
� �q���q���

���

On a L�M� # L�M�� 
 L�M���
La s�emantique d�un LTS est d�e�nie par son ensemble de trace L�M��

Remarque � Nous ne distinguons pas �ev�enements visibles et �ev�enements internes� Aussi les d�e�nitions
traditionnelles de langage et de trace co	
ncident ici�

��� Syst�emes de transitions symboliques

Un syst�eme de transitions symbolique �STS� est un syst�eme discret �etendu avec des variables�
Ce mod�ele permet de repr�esenter des syst�emes in�nis� lorsque les variables prennent leur valeur dans
des domaines in�nis� Un STS permet typiquement de mod�eliser un programme non�r�ecursif �ou une
proc�edure� sans allocation dynamique� qui interagit avec son environnement� Les localit�es de l�auto�
mate ne seront pas explicit�ees dans le formalisme� celles�ci pouvant etre cod�ees par l�interm�ediaire
d�une variable �enum�er�ee de type compteur de programme�

PI n�����



� Tristan Le Gall� Bertrand Jeannet � Herv�e Marchand

Notations� Pour un type de donn�ee t ou une variable v �de type t�� nous noterons Dt ou Dv le
domaine de valeurs associ�e� Nous �etendons cette notation aux vecteurs et aux ensembles de variables
�v et V � Une condition ou une garde G��v� portant sur les variables �v est normalement un pr�edicat�
Cependant� on emploiera la meme notation pour d�enoter le sous�ensemble de D�v des valuations de �v
qui satisfont le pr�edicat� On notera %E le compl�ementaire d�un ensemble E � D inclus dans un domaine
D� Pour un pr�edicat G��v��p�� la projection ��p � G��v��p� s��ecrit en notation ensembliste ProjD�v

�G� #
f�� j ��� � D�p � ������� � Gg� La projection universelle ��p � G��v��p� s��ecrit en notation ensembliste

Proj �D�v
�G� # f�� j ��� � D�p � ������� � Gg� On a Proj �D�v

�G� # ProjD�v
�G�� Pour une quelconque fonction

f � E � F et Y � F � on note f���Y � l�image r�eciproque fe � E j f�e� � Y g�

D�e�nition � 
STS syntaxe� Un STS est d�e�ni par un n	uplet M # �V�&�'�(� o�u


 V # fv�� � � � �vng est un ensemble �ni de variables� On notera Q � DV �


 & � Q est la condition �pr�edicat� initiale portant sur les variables V �


 ' est l�alphabet des actions� Chaque action � � ' a une signature sig��� qui est un vecteur de
types ht�� � � � �tki sp�eci�ant les types des param�etres de communications port�es par l�action ��
On notera D� � Dsig����


 ( un ensemble �ni de transitions symboliques� Chaque transition � # h��p�G�Ai� �egalement

not�ee ���p� � G��v��p� �v� # A��v��p��� est d�e�nie par


 une action � et un vecteur de param�etres �p # hp�� � � � �pki � sig���� qui sont des variables

locales �a la transition� correctement typ�ees


 une garde G��v��p� � Q�D� portant sur les variables �v et les param�etres �p


 une a�ectation de l�ensemble des variables� de la forme �v� �# A��v��p�� avec A � Q�D� � Q�

d�e�nissant l��evolution des variables au cours de l�ex�ecution�

Pour une transition �� nous notons resp� ��� G� et A� son action� sa garde et son a�ectation�

Un �etat du syst�eme est d�e�nie par la valeur de chaque variable� Les transitions sont d�esormais
�etiquet�ees par des actions valu�ees� ainsi que par des gardes et des a�ectations sur les variables�

Exemple � L�exemple suivant montre comment sp�eci�er le calcul de la factorielle �a l�aide d�un STS
��gure �� Celui�ci a deux variables enti�eres� x� dans laquelle est stock�ee la valeur d�entr�ee� et y� qui
accumule les r�esultats du calcul� L�alphabet des actions est compos�e de deux actions de communication
recevoir �p� et envoyer)�p� qui prennent chacune un param�etre entier� et d�une action interne� not�ee
	 �

x = 0 and y = p ?
envoyer!(p)

y := 0

x >= 0 ?
τ

recevoir?(p)
x := p , y := 1

x > 0 ?
τ

y := x * y , x := x−1
x < 0 ?
τ

idle test work

Fig� � ! STS calculant la factorielle

Un STS est en r�ealit�e une syntaxe permettant de d�e�nir de mani�ere �nie un syst�eme de transitions
in�ni�

D�e�nition � 
STS s�emantique� La s�emantique d�un STS M # �V�&�$�(� est le LTS JMK #
�Q�Qo�$���� o�u


 Q # DV � Q� # &


 $ # fh����i j � � ' � �� � D�g
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 �#
S

��� �� est d�e�ni par la r�egle d�inf�erence

� # ����p� � G��v��p�  �v� # A��v��p�� � (
G������� � �� � # A�������

��
h����i
�� �� �

Les notions d�ex�ecutions� de traces� de blocage� de d�eterminisme� � � � d�un STS M se d�e�nissent �a
l�aide des memes notions sur le LTS JMK� D�un point de vue symbolique� �v est bloquant ssi�

�� � (���p � 	G���v��p� �	�

ie�� s�il n�existe aucune transition symbolique et aucune valeur des param�etres tel que la garde de la
transition soit satisfaisable�

Le caract�ere d�eterministe d�un STS JMK peut etre di�cile �a d�eterminer sur le LTS JMK� car des
a�ectations syntaxiquement di��erentes peuvent avoir la meme s�emantique� Nous introduisons donc la
notion suivante� Un STS M est structurellement d�eterministe si les gardes des transitions portant la
meme action sont mutuellement exclusives� ������ � ( � ��� # ��� #� G����v��p� �G����v��p� # false�
Le d�eterminisme structurel implique le d�eterminisme� Il est plus facile �a v�eri�er sur la syntaxe d�un
STS� �a condition qu�une proc�edure de d�ecision pour la satisfaisabilit�e des formules existe pour la classe
de formules consid�er�ees� En controle� la notion de d�eterminisme est importante pour la raison suivante�
pour un LTS ou un STS d�eterministe� la donn�ee d�un �etat initial et d�une trace d�e�nissent de mani�ere
unique une ex�ecution�

La notion de produit synchrone s��etend aux STS�

D�e�nition � 
Produit synchrone de STS� Soit Mi # �Vi�&i�'�(i� deux STS t�q� V� 
 V� # ��
Le produit synchrone M� �M� est le STS M # �V�&�'�(� d�e�ni par �

� V # V� � V� et & # &� �&��

� ( est le plus petit ensemble de transitions satisfaisant la r�egle�

����p� � G���v���p�  �v�� �# A���v���p�� � (�

����p� � G���v���p�  �v�� �# A���v���p�� � (�

����p� � G���v���p� �G���v���p�  �v�� �# A���v���p���v
�
� �# A���v���p�� � (

On a la propri�et�e JM� � M�K # JM�K � JM�K� Par ailleurs� le produit synchrone de deux STS
�structurellement� d�eterministes est �structurellement� d�eterministe�

Remarque 	 Il est possible de d�e�nir un mod�ele de STS et un produit dans lequel chaque automate
peut acc�eder aux valeurs des variables de l�autre automate ���� Par souci de simplicit�e� nous avons
choisi de garder le mod�ele simple expos�e ci�dessus� mais la possibilit�e pour un STS d�acc�eder �a l��etat
interne d�un autre STS est tr�es utile� elle permet d��ecrire un observateur d�ecrivant une propri�et�e sur
des ex�ecutions et non seulement sur des traces �cf� x���

��� Automates hybrides g�en�eralis�es

Le mod�ele des STS pr�esent�e dans le paragraphe pr�ec�edent est �etendu ici par l�ajout d�un comporte�
ment continu de certaines variables r�eelles entre deux transitions discr�etes� Ce comportement continu
est d�e�ni �a l�aide d��equations �ou d�in�equations� di��erentielles� On obtient ainsi un automate hybride�
Ce type d�automate est particuli�erement bien adapt�e pour mod�eliser des syst�emes ob�eissant aux lois de
la physique ��ecoulement d�un *uide� objets en mouvements� sur lesquels il est possible d�agir par des
commandes� mod�elis�ees par des transitions discr�etes� par exemple l�ouverture ou la fermeture d�une
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vanne commandant la vidange d�une cuve� Plus g�en�eralement� il permet de mod�eliser� par composition
d�automates� les interactions entre un controleur discret et un environnement physique �continu��

D�e�nition � 
HTS syntaxe� Un automate hybride g�en�eralis�e est d�e�ni par un tuple �V�&�'�(�D�H�
dans lequel�


 �V�&�'�(� d�e�nit un STS� dont on partitionne l�ensemble des variables V en VQ � VX � Les

variables dans VQ sont des variables soumises �a un comportement discret� tandis que les variables

dans VX sont des variables r�eelles soumises en outre �a un comportement continu� On note

S # Q � X # D�VQ� � D�VX� l�espace d��etat induit par V � On a X # R
n� avec n # jVX j le

nombre de variables continues�


 D � Q� �X � X� est une fonction qui associe �a chaque �etat discret une �equation di��erentielle
+�x # D��q���x�� La fonction D��q� est suppos�ee de classe C� pour tout �q � Q�


 H � Q� 
�X� associe �a chaque �etat discret q un invariant qui repr�esente le domaine de validit�e

de l��equation di��erentielle d�e�nie par D��q�� Lorsque �x �� H��q�� les variables continues �x ne
peuvent plus �evoluer contin�ument et seule une transition discr�ete peut �etre emprunt�ee�

Remarque � De m�eme que pour les STS� nous n�avons pas de notion explicite de localit�e dans les
HTS� Il est clair cependant que l�ensemble Q correspond aux localit�es dans les mod�eles classiques d�au�
tomates hybrides� ensemble qui peut �etre ici in�ni �si par ex� VQ contient des variables de types entier
ou r�eel�� Ce mod�ele appara�
t en fait naturellement si l�on consid�ere des HTS obtenus par composition
d�un programme �discret� et d�un environnement physique �continu ou hybride��

Pour d�e�nir la s�emantique d�un HTS� il est n�ecessaire de g�en�eraliser la notion d�ex�ecution �a celle de
trajectoire� compos�ee de segments de trajectoire s�epar�es par des transitions discr�etes� Par le th�eor�eme
de Cauchy� �etant donn�e un �etat initial ��q��x�� il existe une unique solution ���t� �a l��equation +�x # D��q���x�
avec pour condition initiale ���
� # �x� que nous noterons ����q��x��t��

D�e�nition � 
Segment de trajectoire� �Etant donn�e un �etat ��q��x� � S et un intervalle �
�T � � R�

un segment de trajectoire est une fonction �� � �
�T � � S� avec ���t� # h�q�����q��x��t�i et �t � �
�T ��
����q��x��t� � H��q��

Nous introduisons pour les besoins du x" l�op�erateur suivant� li�e �a cette d�e�nition� Soit un �etat discret
�q et un ensemble d��etats Y � S� before��q�Y � d�esigne l�ensemble des �etats h�q��xi qui m�enent �a Y par un
segment de trajectoire��

before��q�Y � # fh�q��xi j �T � 
� ����q��x��T � � Y g ���

Par abus de notation� on d�esignera aussi par H l�ensemble� fh�q��xi j x � H�q�g� Soit Y � Q � X�
on d�e�nit la fermeture temporelle de Y l�ensemble B�Y � des �etats qui� si on laisse le temps s��ecouler
quelques instants� m�enent dans Y �

B�Y � # fh�q��xi j � � 
� �
 � t � � h�q�����q��x��t�i � Y g ���

Remarque � Dans la d�e�nition de B�Y �� on ne tient pas compte des invariants� On peut ainsi
sp�eci�er l�ensemble des �etats h�q��xi qui sont dans H mais dans lequel la trajectoire calcul�ee fait
imm�ediatement sortir de H �d�o�u la notion de fronti�ere�� Si %H d�esigne le compl�ementaire de H�
alors cet ensemble est H 
B� %H��

D�e�nition � 
Trajectoire� �Etant donn�e un HTS �V�&�'�(�D�H�� une trajectoire � est une s�equence

���
h�� ����i
� ���

h������i
� ��� � � � � telle que ����
� � & est initial et� �i � 
�

�� ��i � �
�Ti�� S est un segment de trajectoire

�� ��i�Ti�
h�i���ii
� ��i���
� �ce qui est not�e plus simplement ��i

h�i���ii
� ��i���� o�u � est la relation de

transition d�e�nie par le STS sous	jacent �V�&�'�(� �cf� d�e�nition ���
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Dans la suite� nous parlerons d�ex�ecution d�un HTS au lieu de trajectoire� a�n de disposer d�un terme
identique pour les trois mod�eles d�automates consid�er�es dans l�article�

Un HTS est �structurellement� d�eterministe si le STS sous�jacent est �structurellement� d�eterministe�
et si les �evolutions continues sont d�eterministes� Notons qu�il reste une source d�ind�eterminisme� lors�
qu�il existe un choix entre la progression d�un �evolution continue et une transition discr�ete� En in�
cluant dans les traces les domaines �
�Ti� des segments de trajectoires� on a la propri�et�e des syst�emes
d�eterministes selon laquelle un �etat initial et une trace �incluant les Ti� d�e�nissent de mani�ere unique
une ex�ecution�

Un �etat s # ��q��x� d�un STS est bloquant s�il est bloquant dans le STS sous�jacent et si h�q��xi � B� %H�
�aucune �evolution continue n�est possible�� Un HTS est non�bloquant s�il n�existe aucune ex�ecution
menant dans un �etat bloquant�

D�e�nition � 
Produit synchrone de HTS� Soit Mi # �Vi�&i�'�(i�Di�Hi� deux SHS t�q� V� 

V� # �� Le produit synchrone M� �M� est le HTS M # �V�&�'�(�D�H� d�e�ni par �


 �V�&�'�(� est le produit des STS sous	jacents �a M� et M�


 D��q���q����x���x�� # hD���q����x���D���q����x��i


 H��q���q����x���x�� # H���q����x�� �H���q����x��

Dans le produit� les deux HTS compos�es se synchronisent non seulement par synchronisation d�actions�
mais aussi implicitement par synchronisation sur le temps global� La remarque 	 reste pertinente pour
les HTS�

	 Propri�et�es et Observateurs

Nous pr�ecisons maintenant les propri�et�es que nous consid�erons dans le cadre de la synth�ese de
controleurs� Les notions introduites sont valables pour les trois mod�eles d�automates qui ont �et�e d�e�nis
au x	�

��� Propri�et�es de s�uret�e

Propri�et�es d�invariance� �Etant donn�e un automate� une propri�et�e d�invariance est d�e�nie par un
ensemble d��etats de l�automate et sp�eci�e qu�aucune ex�ecution de l�automate ne sort de cet ensemble�
Par dualit�e� on peut d�e�nir une propri�et�e d�invariance par un ensemble d��etats qu�aucune ex�ecution
de l�automate ne doit atteindre� Dans la suite� nous utiliserons cette seconde formulation de propri�et�e
d�interdiction d��etats�

Propri�et�es de s�uret�e� Plus g�en�eralement� une propri�et�e porte sur des s�equences� qui peuvent etre
des traces ou des ex�ecutions� Dans ce cadre� une propri�et�e est d�e�nie par un ensemble de s�equences�
Une propri�et�e de s�uret�e P est un ensemble de s�equences telle que

� �� P � ��� � � � �� �� P�

En d�autres termes� si une s�equence �nie viole la propri�et�e P � aucun prolongement de cette s�equence
ne pourra la satisfaire� Un automate satisfait une propri�et�e P si l�ensemble de ses traces ou de ses
ex�ecutions �selon le cas� est inclus dans P � Intuitivement� une propri�et�e de suret�e sp�eci�e quelque chose
de mauvais ne se produira pas� par opposition aux propri�et�es de vivacit�e qui sp�eci�ent que quelque
chose de bon �nira par se produire� dans un futur non born�e� L�absence de panne� de d�efaillance�
ou bien la conformit�e sont des exemples classiques de propri�et�es de suret�e� Notons qu�une propri�et�e
d�invariance est un cas particulier de propri�et�e de suret�e�
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Propri�et�es sur les traces ou sur les ex�ecutions� Une trace� contrairement �a l�ex�ecution dont elle
est la projection� ne contient plus d�information sur les �etats de l�automate� Une propri�et�e d�invariance
ne peut donc pas etre sp�eci��ee par une s�emantique de traces� La communaut�e syst�eme �a �ev�enements
discrets qui travaille sur le mod�ele des LTS s�est principalement int�eress�e �a des propri�et�es sur les traces�
et fait correspondre propri�et�e et langage sur l�alphabet des �ev�enements �� En revanche� la communaut�e
syst�emes hybrides qui travaille sur les HTS consid�ere g�en�eralement des propri�et�es sur les ex�ecutions�
et en particulier des propri�et�es d�invariance�

��� Observateurs et r�eduction d	une propri�et�e de s�uret�e �a une propri�et�e d	inva

riance�

Il est toujours possible de r�eduire une propri�et�e de suret�e �a une propri�et�e d�invariance par le biais
d�observateurs�

Observateurs� �Etant donn�e un automate M� un observateur est un automate O muni d�un �etat
distingu�e Violate et qui est non�intrusif� c�est��a�dire v�eri�ant la propri�et�e L�M� O� # L�M�� Le
langage reconnu par un observateur O� not�e LViolate�O�� est l�ensemble des traces menant �a l��etat
Violate� On peut remarquer que dans le cadre des LST ou STS� si l�automate est complet � alors il est
non�intrusif� Cette condition n�est toutefois pas su�sante dans le cadre des HTS� pour lesquels il faut
�egalement s�assurer que la synchronisation via le temps global ne restreint pas le comportement de
M� Une condition su�sante sur O est typiquement ��q � Q � H��q� # true�

Un observateur code la n�egation d�une propri�et�e de suret�e �O� En e�et le langage reconnu par
O� LViolate�O�� peut etre interpr�et�e comme l�ensemble des s�equences qui violent �O� D�un point de
vue op�erationnel� O est jou�e en parall�ele avec le syst�eme et observe les �ev�enements produits par le
syst�eme� produisant le verdict Violate lorsque la propri�et�e est viol�ee�

L�usage d�observateurs permet de r�eduire une propri�et�e de suret�e sur les traces deM �a une propri�et�e
d�invariance sur le produit synchrone M�O�

Proposition � Soit M un automate� dont l�alphabet �valu�e dans le cas des STS et HTS� est $� Soit
O un observateur pour M d�e�nissant la propri�et�e de s�uret�e �O� Alors M satisfait �O ssi M� O
satisfait la propri�et�e d�interdiction d��etat SM � fViolateOg�

Remarque � Dans le cas des LTS� on peut associer �a toute propri�et�e de s�uret�e un observateur de
cette propri�et�e �qui est un automate r�egulier�� En revanche� dans le cas des STS ou des HTS� il est
possible qu�il n�existe aucune repr�esentation syntaxique �nie �ie�� aucun mod�ele�programme� g�en�erant
exactement un ensemble de traces d�e�ni en intention�

Remarque � 
Propri�et�es sur les ex�ecutions� Lorsque l�on a besoin de sp�eci�er des propri�et�es
sur les ex�ecutions de M �par exemple� des propri�et�es d�invariance�� il faut utiliser des observateurs
capables d�examiner l��etat interne de M� ce qui alourdit les d�e�nitions� cf� remarque �� �A d�efaut� il est
toujours possibles de rajouter �a M une transition �etiquet�ee par une action qui exporte l��etat interne
de M �dans le cas symbolique��

Grace �a la proposition �� dans la suite de l�article nous ne consid�ererons plus que des propri�et�es d�inva�
riance d�e�nie par un ensemble d��etats interdits� Controler le syst�eme M pour assurer un propri�et�e de
suret�e mod�elis�ee par un observateur O revient �a controler M�O et �a assurer sur celui�ci la propri�et�e
d�interdiction d��etats SM � fViolateOg�

�� Notons que des approches �a base de pr	edicats d
	etats ont 	et	e d	evelopp	ees notamment dans ��� ����
�� ie� sans blocage et tel que pour tout 	etat et tout 	ev	enement il existe une transition discr�ete ayant pour origine

cet 	etat et pour 	etiquette cet 	ev	enement�
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 Contr�ole des syst�emes de transitions �nis

Nous rappelons ici bri�evement une version simpli��ee de la th�eorie du controle de syst�emes �a
�ev�enements discrets initi�ee par �		�� restreinte au probl�eme de l�interdiction d��etats �voir �	�� pour
plus de d�etails�� Les notations que nous utiliserons seront assez di��erentes de celles utilis�ees par cette
communaut�e� a�n de faciliter le lien avec le controle des STS et HTS� Nous aurons essentiellement
une approche �etat� plutot qu�une approche langage�

D�e�nition du probl�eme de contr�ole D�apr�es nos crit�eres de classi�cation� rappelons que nous
nous situons dans le cadre du controle interne et que donc tout est observable ��etat et �ev�enements��

En ce qui concerne les moyens de controle� nous supposons un alphabet des �ev�enements $ # $uc�$c

partitionn�e en �ev�enements respectivement incontrolables et controlables� Le moyen d�action dont on
dispose est l�interdiction des �ev�enements controlables�

Nous consid�erons donc un LTSM # �Q�q��$uc�$c���� et un ensemble d��etats E � Q �a interdire�
et nous voulons g�en�erer un LTS M� # �Q�Q���$uc � $c� �

�� avec ���� tel qu�aucun �etat dans E
n�est accessible� Par ailleurs� M� doit etre le plus permissif possible� c�est��a�dire que �� doit etre la
plus grande relation �si elle existe� assurant la propri�et�e�

D�e�nition constructive du syst�eme contr�ol�e maximal� L�id�ee est de rendre inaccessible les
�etats qui peuvent mener de mani�ere incontrolable �a un �etat interdit� On commence donc par calculer
le plus petit ensemble E� � E qui v�eri�e cette propri�et�e� �A cet e�et� on introduit l�op�erateur suivant�

Preuc � 
�Q� � 
�Q�

X �� fq � Q j �q� � X��a � $uc � q
a
� q�g

���

Preuc�X� est l�ensemble des �etats qui peuvent mener �a X par l�occurrence d�un seul �ev�enement in�
controlable� L�ensemble E� des �etats pouvant mener �a E par une s�equence quelconque d��ev�enements
incontrolables est d�e�ni par le plus petit point��xe de Preuc contenant E�

E� # Coreachuc�E� � lfp��X � E � Preuc�X�� ���

On d�e�nit maintenant une fonction de controle C� qui sp�eci�e pour un �etat q quelles sont les
transitions sortantes �a interdire�

C�q� #

�
� si q � Coreachuc�E�

f�a�q�� � $�Q jq
a
� q� � q� � Coreachuc�E�g sinon

�"�

Par d�e�nition de Coreachuc � C�q� � $c �Q pour tout q�
Le syst�eme control�e maximal M� # �Q�Q���$uc � $c� �

�� est alors d�e�ni �a partir de M par
Q�� # Q� n Coreachuc�E� et

q
a
� q� �a�q�� �� C�q�

q
a
�

�
q�

���

L�existence d�un syst�eme control�e maximal d�ecoule directement de l�existence d�un plus petit point��xe
Coreachuc�E�� qui d�ecoule du th�eor�eme de Tarski et de la continuit�e �impliquant la croissance� des
fonctions impliqu�ees dans le treillis complet des ensembles d��etats �
�Q�� ���

Comme Q�� � Coreachuc�E�� le syst�eme control�e M� v�eri�e la propri�et�e d�interdiction d��etats
Coreachuc�E� � E� En e�et ses �etats initiaux v�eri�e cette propri�et�e� et la fonction C interdit toutes
les transitions de M faisant sortir de l�ensemble d��etats Coreachuc�E�� On en d�eduit la condition de
controlabilit�e d�un LTS M vis��a�vis d�une propri�et�e E�

D�e�nition �� 
M contr�olable vis��a�vis de la propri�et�e E� Un LTS M # �Q�Q��'uc � 'c� ��
est controlable vis��a�vis de la propri�et�e d�interdiction d��etat E ssi� Q� �� Coreachuc�E��

En d�autre terme� un syst�eme sera consid�er�e comme incontrolable si son �etat initial peut mener de
mani�ere incontrolable �a une violation de la propri�et�e�
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Calcul e�ectif du syst�eme contr�ol�e� Le th�eor�eme de Kleene et le fait que �
�Q�� �� est un treillis
de hauteur �nie garantissent que la suite d�e�nie par E� # E� En�� # En � Preuc�En� converge en un
nombre �ni d��etapes vers l�ensemble Coreachuc�E�� qui lui�meme d�e�nit le controleur C�

Garantir le non�blocage� En appliquant l�algorithme pr�ec�edent� le syst�eme control�e obtenu v�eri�e
la propri�et�e d�interdiction� mais il peut etre bloquant� alors meme que le syst�eme de d�epart ne l��etait
pas �� De mani�ere �a assurer cette propri�et�e� la contrainte de non�blocage est directement int�egr�ee dans
l�op�erateur calculant les nouveaux �etats �a interdire�

Prenbuc�X� # Preuc�X� �

�
q

����� �a � $c � q
a
� q� #� q� � X

��a � $uc � 	�q
a
��

�
���

# Preuc�X� � fq j �a � $ � q
a
� q� #� q� � Xg ��
�

L��equation ��� rajoute �a Preuc�X� les �etats dont toutes les transitions controlables m�enent �a X et qui
n�ont pas de transitions incontrolables 	� En e�et� dans ce cas� le controle consistera �a couper toutes
les transitions sortantes et le syst�eme sera alors en blocage� L��equation ��
� simpli�e l�expression de
Prenbuc�X� en rempla,cant l�union disjointe par une union non disjointe�

En e�ectuant le meme calcul de point��xe que pr�ec�edemment� l�ensemble Coreachnbuc �E� obtenu
avec ce nouvel op�erateur v�eri�e la propri�et�e suivante�

�q �� Coreachnbuc�E���a � $��q� �� Coreachnbuc �E�� q
a
� q�

Par cons�equent� le syst�eme obtenu est non�bloquant�

Le controle des LTS� avec pour objectif l�interdiction de certains �etats� tel qu�expos�e dans ce
paragraphe� d�e�nit les concepts et les m�ethodes fondamentales du controle� En particulier� le recours
�a des calculs de point��xe est universel� comme de mani�ere plus g�en�erale en v�eri�cation de mod�ele et
en interpr�etation abstraite� Les deux paragraphes suivants d�eveloppent ces notions dans le cadre de
syst�emes symboliques�

� Contr�ole des syst�emes de transitions symboliques

��� Moyen de contr�ole sur un STS

Dans un STS on distingue les actions �noms d��ev�enements� comme � des �ev�enements valu�es comme
������� Par ailleurs on dispose de pr�edicats et d�op�erations alg�ebriques sur les variables� Faut�il alors
ra�ner la d�e�nition de la controlabilit�e utilis�ee pour les LTS Nous examinons quelques pistes et
proposons un mod�ele�

Partition globale entre actions contr�olables et non�contr�olables� il s�agit de la transposition
du mod�ele utilis�e pour les LTS� On partitionne ' # 'uc � 'c� ce qui engendre une partition
des actions valu�ees $� De mani�ere coh�erente� le controle consistera �a interdire dans une transi�
tion symbolique une action valu�ee ���p� quelle que soit la valeur des param�etres� ie� �a interdire
purement et simplement la transition symbolique�

Une g�en�eralisation naturelle� et coh�erente avec le cadre symbolique� est de partitionner �a la
place les actions valu�ees� c�est��a�dire que le caract�ere controlable d�un action ���p� d�epend de la
valeur de ses param�etres �p� Pour ce faire� on associe �a chaque action ���p� une condition c���p� qui
indique quand elle est controlable et peut etre interdite� Par exemple� si l�action � est totalement
incontrolable� on aura c���p� # false�

�� Ceci constitue une hypoth�ese de d	epart� Si le syst�eme initial est bloquant il su�t de rajouter �a E l
ensemble des
	etats en blocage avant contr�ole et de les interdire�

�� Les transitions incontr�olables sont prises en compte dans Preuc�E�
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De mani�ere coh�erente� le controle consistera �a interdire dans une transition symbolique � une
action valu�ee ���p� pour certaine valeurs des param�etres� Ceci peut se faire en renfor,cant la garde
G��v��p� de la transition � par une nouvelle garde G��v��p� � 	c��p�� avec c��p� #� c���p��

Exemple 	 Les interruptions d�un syst�eme mat�eriel ont g�en�eralement une priorit�e qui leur est
attribu�ee� et il existe des m�ecanismes pour inhiber les interruptions de basse priorit�e� Si on
consid�ere un signal Interrupt�n�� on peut mod�eliser le fait que le signal peut �etre inhib�e ssi sa
priorit�e est inf�erieure �a N � en posant cInterrupt�n� # �n � N��

Partition locale entre actions contr�olables et non�contr�olables� l�id�ee ici est de faire d�ependre
le caract�ere controlable d�une action non seulement de ses param�etres� mais aussi de l��etat du
syst�eme� C�est��a�dire qu�on remplace la condition de controlabilit�e c���p� par c���v��p��

Exemple � Supposons un syst�eme de pilotage d�un avion� disposant d�un module de pilotage
automatique� et une action TurnLeft� Lorsque le pilote automatique est branch�e ��etat particu�
lier du syst�eme�� il est logique de consid�erer que TurnLeft est incontr�olable� tandis que s�il est
d�ebranch�e� l�op�erateur contr�ole cet �ev�enement�

Remarque � Dans le cas des LTS� la notion de partition locale a �egalement un sens� Elle consiste
�a faire d�ependre le caract�ere contr�olable d�une transition non seulement de l��ev�enement associ�e� mais
aussi de l��etat d�origine� De plus� en rempla�cant l�alphabet $ par Q � $� on peut se ramener au
cas d�une partition globale� Cependant si ce codage permet d��etablir des �equivalences th�eoriques� en
pratique il n�est ni satisfaisant �changement d�alphabet� red�e�nition du produit synchrone� � � � �� ni
m�eme n�ecessaire �on peut ais�ement modi�er les �equations du x� pour prendre en compte l�aspect local
de la contr�olabilit�e des �ev�enements��

Dans le cadre symbolique� la notion de partition locale est s�eduisante par sa g�en�eralit�e et le fait
qu�elle correspond �a certains besoins de mod�elisation� En particulier� lorsque le controle est utilis�e
pour ra�ner une sp�eci�cation� on peut sp�eci�er �nement dans la sp�eci�cation initiale ce qui peut�etre
ra�n�e �interdit� de ce qui doit rester inchang�e� Nous adoptons donc le mod�ele suivant�

D�e�nition �� Un STS int�egrant la notion de controlabilit�e est STS d�e�ni comme dans la d�e�nition ��

sauf pour les transitions � # h��p�G�Guc �Ai qui ont pour composante suppl�ementaire une garde d�in�
controlabilit�e Guc��v��p� � G��v��p�� qui sp�eci�e que

��v � Q���p � D� � Guc��v��p� #� l��ev�enement ���p� est incontr�olable
lorsque le syst�eme est dans l��etat v

En comparaison avec ce que nous avions esquiss�e ci�dessus avec la condition de controlabilit�e c���v��p��
le caract�ere controlable de � d�epend non seulement de l��etat courant et des param�etres �p� mais aussi
de la transition symbolique consid�er�ee� c�est��a�dire aussi de son a�ectation A� Toutefois� dans le cas
d�un syst�eme d�eterministe� les deux formulations sont �equivalentes� D�un point de vue �langage de
programmation�� celle�ci nous appara-t plus pratique�

Dans le cadre ainsi d�e�ni� les moyens d�actions du controle est de renforcer les gardes G des
transitions symboliques par des gardes G� satisfaisant

Guc #� G� #� G ����

��� D�e�nition constructive du syst�eme contr�ol�e maximal

Le principe de la synth�ese du syst�eme control�e� expos�e au x� reste identique� on d�e�nit le plus
petit ensemble d��etats �a interdire� �etant donn�e les contraintes d�incontrolabilit�e� puis on modi�e le
syst�eme initial en cons�equence� La nouveaut�e majeure est qu�il faut manipuler les �etats �a partir de la
description syntaxique du STS �a controler�
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Soit un STS d�eterministe M # �V�&�'�(� et une propri�et�e d�interdiction d��etat d�ecrit par un
pr�edicat E��v�� En adoptant alternativement une formulation logique et une formulation ensembliste�
on a les d�e�nitions suivantes�

Preuc����X���v� # ��p��v� � Guc��v��p� � �v
� # A��v��p� �X��v�� ��	�

Preuc����X� # ProjQ
�
Guc 
A

���X�
�

����

Preuc�X���v� #
�
���

Preuc����X���v� ����

Preuc�X� #
	
���

Preuc����X� ����

On d�e�nit ensuite Coreachuc�E� # lfp��X�E � Preuc�X���
On introduit la fonction auxiliaire C qui sp�eci�e les transitions �a interdire�

C�����v��p� # 	Coreachuc�E���v� �Coreachuc�E�


A���v��p�

�
����

C��� # �A�����Coreachuc�E�� n �Coreachuc�E� �D�� � ��"�

Par d�e�nition de Coreachuc�E�� on a� pour toute transition �� C��� � 	G�
uc� on n�interdit aucune

transition incontrolable�

Garantir le non�blocage� Comme pour les LTS� le fait de controler le syst�eme peut introduire des
blocages qui n�existaient pas� En supposant que le syst�eme initial M ne contient pas de blocage� on
assure la propri�et�e de non�blocage sur le syst�eme control�e M� en proc�edant de mani�ere similaire au cas
des LTS� En se r�ef�erant �a l��equation ��
� �plutot qu��a l��equation ����� il s�agit de rajouter �a Preuc�X�
les �etats qui m�enent n�ecessairement �a X� quelle que soit la transition consid�er�ee� Cet ensemble Y se
d�e�nit ainsi�

�v � Y � �� � (���p � G���v��p�� A���v��p� � X

�
�
���

��p � G���v��p��


�A�����X�

�
��v��p�

Ce qui se traduit en formulation ensembliste par

Y #

���

Proj �Q



G� � �A�����X�

�
����

On en d�eduit l�expression de l�op�erateur de pr�e�condition

Prenbuc�X� # Preuc�X� �

���

Proj �Q



G� � �A�����X�

�
����

��� D�e�nition du syst�eme contr�ol�e maximal

Le syst�eme control�e M� # �V�&��'�(�� est alors d�e�ni par�

! &� # & n Coreachuc�E��

! (� est d�e�ni �a partir de ( par
����p�Guc �G�A� � ( G� # G � 	C���

����p�Guc�G
��A� � (�

Il est facile de voir qu�aucune ex�ecution de M� ne peut atteindre Coreachuc�E�� et donc E� En e�et�
les �etats initiaux de M� ne sont pas dans Coreachuc�E�� et aucune transition dans (� ne peut faire
passer l��etat courant de 	Coreachuc�E� �a Coreachuc�E�� cf� �equation ��"��

On en d�eduit la condition de controlabilit�e d�un STS M vis��a�vis d�une propri�et�e E� traduction
symbolique de la d�e�nition �
 pour les LTS�

D�e�nition �	 
M contr�olable vis��a�vis de la propri�et�e E� Un STSM # �V�&�'�(� est controlable
vis��a�vis de la propri�et�e d�interdiction d��etat E ssi� & �� Coreachuc�E��
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��� Calcul eectif du syst�eme contr�ol�e

Comme pour les LTS� le calcul du STS control�e repose sur le calcul par r�esolution de point��xe
de Coreachuc�E�� Cependant� lorsque des variables ont un domaine de valeur in�ni� l�espace d��etats
induits est lui aussi in�ni� et le point��xe n�est plus calculable dans le cas g�en�eral 
� Il existe trois
approches pour contourner ce probl�eme�

�� Identi�er des sous�classes de syst�emes in�nis pour lesquels ce type de calcul reste d�ecidable �voir
������

	� Utiliser des techniques d�acc�el�eration qui permettent d�obtenir le point��xe exact en cas de
convergence �et lorsque le point��xe est repr�esentable� ��� �� 	�� �
�� Il est �a noter que meme
quand le point��xe est repr�esentable� la convergence n�est pas n�ecessairement assur�ee�

�� Ou en�n� se contenter d�une �sur�approximation du point��xe�

Nous suivons dans cet article cette derni�ere approche� L�observation importante est la suivante� si on
remplace dans les �equations pr�ec�edentes Coreachuc�E� par un sur�ensemble� la propri�et�e que les �etats
interdits de E sont inatteignables reste v�eri��ee� En revanche� la caract�eristique que l�on perd est la
permissivit�e maximale du controleur� il se peut que des ex�ecutions ne menant jamais �a E de mani�ere
incontrolable soient interdites dans le syst�eme control�e� Si l�on veut assurer en outre le non�blocage�
la sur�approximation nous conduit aussi �a interdire des �etats qui ne seraient pas en blocage�

Il reste �a expliquer comment calculer un sur�ensemble de Coreachuc�E�� L�interpr�etation abstraite�
qui est une th�eorie du calcul approch�e de point��xe appliqu�ee �a l�analyse de programme� o�re un cadre
th�eorique et propose des m�ethodes adapt�ees �a cette question�

����� Principe de l�interpr�etation abstraite

�Etant donn�e une �equation de point��xe x # F �x��x � 
�S� sur le treillis complet des parties de
l�espace des �etats S� avec F croissante� l�interpr�etation abstraite propose de calculer une approximation
du plus petit point��xe� en r�esolvant les deux probl�emes suivants�

Repr�esentation et manipulation des ensembles d��etats� On a besoin de repr�esenter� de mani�
puler et de comparer des ensembles d��etats� ce qui pose des probl�emes lorsque S est in�ni� Une
premi�ere approximation consiste �a remplacer les valeurs concr�etes x � 
�S� par des valeurs
abstraites y � A plus simples� Les treillis concrets �
�S�� �� et abstraits �A� v� sont reli�es par

une connexion de Galois 
�S� ��
�

�
A qui assure la correction de la m�ethode ���� L��equation de

point��xe est transpos�ee dans A� y # F 	�y��y � A� avec F 	 w � � F � ��

Sous les hypoth�eses mentionn�ees� le r�esultat fondamentale est le suivant� lfp�F � � ��lfp�F 	���
ie�� la concr�etisation du point��xe de l��equation abstraite est une surapproximation du point��xe
de l��equation concr�ete�

Calcul approch�e du point��xe abstrait� La r�esolution it�erative de l��equation y # F 	�y��y � A
peut ne pas converger� lorsque A contient des chaines in�nies strictement croissante� Exiger que
A ne contienne pas de telles chaines est trop restrictif� De meilleurs r�esultats peuvent etre obtenus
en utilisant un op�erateur d��elargissement �"�� qui contrairement aux techniques d�acc�el�eration
permettent de converger �i� en un nombre d��etape �ni� �ii� vers un post �point��xe y de F 	 �ie��
tel que y w F 	�y� w lfp�F 	���

Un exemple tr�es classique d�interpr�etation abstrait est l�analyse de relations lin�eaires ���� dans laquelle
l�espace d��etats induit par n variables est S # R

n et le treillis concret 
�S� est abstrait par le treillis
Pol�n� des poly�edres convexes de dimension n� Dans cette abstraction� un ensemble de valeurs des
variables est repr�esent�e de mani�ere approch�ee par le plus petit poly�edre convexe le contenant�

�� En rendant tous les 	ev	enements incontr�olables on se ram�ene �a un calcul de coaccessibilit	e qui est ind	ecidable pour
une machine �a deux compteurs �ind	ecidabilit	e de la terminaison��
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����	 Application au calcul du contr�oleur

On cherche g�en�eralement �a d�eriver l��equation de point��xe de mani�ere compositionnelle� �a partir
de la syntaxe du syst�eme �a analyser� ici notre STS M # �V�&�'�(�� Supposons que l�on dispose d�un

treillis abstrait A�v � t � u ����� pour notre espace d��etat A� avec 
�Q� ��
�

�
A� Formellement� on

suppose que la connexion de Galois peut s��etendre �a 
�Q�D�� �� A��
On transpose les �equation du x��	 comme suit�

Pre	uc����Y � A� # �


ProjQ�G

�
uc 
 �A�������Y ���

�
�	
�

Pre	uc�Y � A� #
G
���

Preuc
	����Y � �	��

et on r�esout l��equation Y # ��E� tPre	uc�Y �� en obtenant un post�point��xe not�e Coreach	uc�E�� � Le
controleur C et le syst�eme control�e sont alors d�e�nis comme pr�ec�edemment �a partir de ��Coreach	uc�E���

Exemple � Supposons que les variables du STS M et les param�etres des actions sont des bool�eennes
ou des r�eels� L�espace d��etats est alors de la forme Q # B

n �R
p� Le treillis 
�Q� � B

n � 
�Rp� peut
�etre abstrait par le treillis B

n � Pol�p� des fonctions qui �a chaque valuation des variables bool�eennes
associe un poly�edre convexe sur les variables r�eelles� Il s�agit en fait de la m�ethode utilis�ee dans ��� ���
�a la di��erence que les variables bool�eennes sont cod�ees dans un automate de contr�ole dans ces travaux�
Par souci de simplicit�e� ��� �� supposent que les conditions num�eriques sont des conjonctions de
contraintes lin�eaires et que les a�ectations sont des fonctions a�nes� Si l�on veut utiliser des formules
plus g�en�erales� tout en restant dans le cadre lin�eaire pour la partie num�erique� il faut utiliser les
techniques plus �nes de ��� ���

��� �Etude de cas� le Bounded Retransmission Protocol�BRP�

����� Pr�esentation du BRP

Le Bounded Retransmission Protocol �BRP� est un protocole de transmission de �chiers entre un
�emetteur�S� et un receveur�R� �a travers deux canaux K et L non��ables �les messages peuvent ne
pas etre transmis�� Le �chier �a transmettre est d�ecoup�e en N morceaux�chunks�� S envoie �a R des
frames compos�ees d�un chunk et de � bits d�information� �a travers le canal K� R envoie �a S un message
d�acquittement�Ack� �a travers le canal L� Les � bits d�information �f�l�b� indiquent si la frame est la
premi�ere �f # ��� la derni�ere �l # �� et b est un bit altern�e qui change d�une frame �a l�autre� Ainsi en
comparant le bit d�une frame par rapport �a un bit r�ef�erence� le receveur pourra savoir s�il a d�ej�a re,cu
cette frame�

Plus pr�ecis�ement� une transmission s�e�ectue selon le sc�enario suivant� L��emetteur S essaie d�en�
voyer une frame� S�il re,coit un message d�acquittement� il passe �a la frame suivante �en changeant le
bit altern�e�� sinon il r�eessaie� tant qu�on n�a pas eu un certain nombre rmax d��echecs cons�ecutifs� Le
d�epassement de rmax met �n �a la transmission� Le receveur R attend les frames� tant que S essaie de
lui en envoyer� D�es qu�il re,coit une frame� il envoie un message d�acquittement et compare b avec son
bit de r�ef�erence� Si les 	 sont �egaux� ca veut dire que le message re,cu est le meme que le pr�ec�edent
�il est alors ignor�e�� Si c�est un nouveau message� on change le bit de r�ef�erence� Chaque processus a
une variable d��etat qui traduit� de son point de vue� l��etat de la transmission� Pour S� soit on ignore
tout ��etat ��� soit la transmission est r�eussie ��etat OK� ou rat�ee ��etat NOK�� Il se peut aussi que
S ait transmis toutes les frames mais n�ait pas re,cu de message d�acquittement pour la derni�ere ��etat
DK�� Pour R� soit on ignore tout ��etat ��� soit la transmission est amorc�ee ��etat FST �� en cours
��etat INC�� achev�ee ��etat OK� ou interrompue ��etat NOK��

�� Pour l
	equation ���� il est possible d
abstraire de mani�ere plus compositionnelle mais au d	etriment de la pr	ecision�
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����	 Mod�elisation du BRP en STS

Pour simpli�er les �gures� on s�autorise �a passer des variables comme param�etres de communication�
Si x est une variable� �recevoir �x� � � � � � signi�e �recevoir �p� � � � �  x� �# p� � � � �� et �envoyer)�x� � � � � �
signi�e �envoyer)�p� � p # x � � � �  � � � �� Le nom des actions est de la forme X � Y �msg� o�u X est
l�envoyeur� Y le destinataire et msg le message transmis�

L�ioSTS repr�esentant l��emetteur S est donn�e par la �gure 	� Les canaux de communication K et L
sont mod�elis�es par deux automates ��gure ��� Le fait d�avoir une erreur de transmission est mod�elis�e
par un message time�out TO envoy�e �a S� En�n� on mod�elise le receveur R ��gure ��� Tel que le BRP
a �et�e mod�elis�e� il y a des messages �echang�es directement entre S et R � S � R�End� et R� S�End��
Ce ne sont pas de vrais messages� cela repr�esente juste le fait que� s�il n�y a aucun message �echang�e
pendant une longue dur�ee� la transmission est �nie et on se retrouve dans l��etat initial�

����� Application de l�algorithme de contr�ole des STS

Sur cet exemple� on va utiliser les techniques de synth�ese de controleurs pour faire du ra�nement
de sp�eci�cation� Le probl�eme qui nous int�eresse est le suivant� quelles doivent �etre les contraintes sur
l�environnement pour que le protocole n��echoue jamais�

Une fois les quatre sous�syst�emes mod�elis�es� on en fait le produit mixte �synchronisation seulement
sur les actions communes� pour obtenir au �nal un STS mod�elisant le fonctionnement global du pro�
tocole� Il faut maintenant d�eterminer quelles sont les transitions controlables et incontrolables� �Etant
donn�e le probl�eme de controle pos�e� il appara-t normal de supposer que l�environnement� mod�elis�e par
les canaux K et L� est modi�able� tandis que les deux processus S et R ne le sont pas� Ainsi� les seules
transitions controlables sont donc celles o�u un message est �emis par K ou L�

Tel que le BRP est d�e�ni� on peut voir que la transmission est un �echec si on se trouve dans un
�etat tel que ES # NOK� Le probl�eme du controle est donc de d�eterminer quelles doivent etre les
conditions sur les transitions de K et L de mani�ere �a interdire l�ensemble des �etats E du syst�eme
global o�u la variable ES # NOK� Il est clair que la n�ecessit�e d�interdire ces transitions sera li�e au
nombre d�erreurs de transmission� Aussi on rajoute dans les automates de K et de L deux variables k
et l pour compter le nombre d�erreurs de transmission de chaque canal�

Pour calculer l�ensemble des �etats interdits E et ceux qui m�enent de mani�ere incontrolables �a E� on
utilise le logiciel NBac ��"� ��� qui est un logiciel de v�eri�cation des syst�emes �a variables bool�eennes
et num�eriques� faisant de l�interpr�etation abstraite en utilisant les BDD ��� et les poly�edres convexes
��� �	��

L�analyse avec NBac permet d�identi�er deux mauvaises situations �rmax est une constante �x�ee
par le protocole� qui donne le nombre maximal de retransmission avant �echec��

! k � rmax� le receveur est dans la localit�e new� aucune trame ne lui est parvenue car toutes ont
�et�e bloqu�ees par le canal K�

! k. l � rmax� le receveur est dans la localit�e idle� il y a eu une ou plusieurs frames e�ectivement
re,cues� mais la transmission a �et�e interrompue �a cause de perte de message sur les canaux K et
L�

On peut donc ra�ner le syst�eme en �imposant� un nombre limit�e d�erreurs� On restreint les gardes
des transitions K � S)�TO� et L� S)�TO� en mettant la condition k . l � rmax� On obtient ainsi
un syst�eme qui transmet �a coup sur les messages� Si l�on veut maintenant extraire l�environnement du
syst�eme compos�e� il faut rendre interne toutes les actions non utilis�ees par K et L� On obtient alors
l�environnement contraint maximal qui assure que le protocole n��echoue jamais�
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R−>S?(End)

read?(N)

bs := not bs

i := 1
bs := true
ES := Bot

r < Max ?
S−>K!(i=1,i=N,bs,M[i])

r ++

(r = Max) and (i = N) ?

τ
ES := DK

ES := NOK
τ

(r = Max) and (i < N) ?

L−>S?(TO)

K−>S?(TO)

r := 0
S−>K!(i=1,i=N,bs,M[i])

i = N ?

ES := OK
R −>S!(End)

R−>S!(End)

L−>S?(Ack)i < N ?

τ

idle next wait

retry

sync

error

ok

Fig� 	 ! L��emetteur S

K−>S!(TO)

K−>R!(b1,b2,b3,C)

S−>K?(b1,b2,b3,C)

idle trans

L−>S!(TO)

L−>S!(Ack)

R−>L?(Ack)

idle trans

Fig� � ! Les canaux K et L

R−>L(Ack)

K−>R?(f,l,b,C)

S−>R?(End)

l ?

not l ?

S−>R?(End)

ER := NOK

ER := FST

br := not br

τ
(br = b) and f and (not l) ?

(br=b) and (not f)
and (not l) ?

ER := INC

(br=b) and (not f) and l ?

ER := OK
τ

τ

not(br=b) ?
R−>L(Ack)

new

idle

sync

S−>R?(End)

rcvd

rprtd

K−>R?(f,l,b,C)
br := b

ER := Bot

ER := Bot

R−>S!(End)

Fig� � ! Le receveur R
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 Contr�ole des syst�emes symboliques avec notion de priorit�e entre

les �ev�enements

��� Moyen de contr�ole sur un STS avec priorit�e

Certains auteurs ont introduit� pour faire du controle sur des mod�eles proches des STS� une notion
de priorit�e entre les �ev�enements ����� Nous allons reprendre ce concept et l�adapter au mod�ele des STS�

Cette notion de priorit�e� comme celle d��ev�enement controlable ou incontrolable� n�a pas de s�emantique
intrins�eque� son role est de ra�ner la notion de controlabilit�e� Intuitivement� on va s�autoriser �a in�
terdire des �ev�enements incontr�olables �et non prioritaires� lorsque des �ev�enements prioritaires �et
controlables� sont possibles� Ceci revient �a consid�erer un �ev�enement prioritaire comme une interrup�
tion qui peut interrompre l�ex�ecution standard du syst�eme �et qui permet ici d�ignorer un �ev�enement
incontrolable �emis par l�environnement� par exemple�� Lorsque ce cas se pr�esente� on dira qu�on oblige
l�activation d�un �ev�enement prioritaire �en inhibant les �ev�enements non prioritaires�� La condition
suppl�ementaire que� parmi les �ev�enements prioritaires� seuls ceux qui sont contr�olables peuvent in�
hiber un �ev�enement incontrolable� provient de l�intuition que dans la synth�ese on a la ma-trise des
�ev�enements controlables� mais pas des incontrolables� Ce choix� qui est a�aire de mod�elisation� sera
confort�e dans l�application de cette notion de priorit�e aux syst�emes hybrides� au x"�

Exemple � Si t est une variable et que l�on a deux transitions� l�une incontr�olable et menant dans
un �etat interdit� avec des gardes G� # ft � �g et G�

uc # G�� l�autre contr�olable et menant dans un
 bon �etat!� avec des gardes G� # ft � �g et G�

uc # �� Sans notion de priorit�e� il faut interdire les
�etats ft � �g�

Si maintenant on consid�ere la seconde transition comme prioritaire� on s�autorise �a remplacer G�

par �G��� # f� � t � �g� ce qui revient �a inhiber la transition  lorsque la transition � est activable�
Ce faisant� il ne faut plus interdire que les �etats f� � t � �g�

Nous mettons en �evidence dans la suite et au x��� que cette notion de priorit�e n�est pas traduisible dans
le mod�ele de controlabilit�e classique dans le cas g�en�eral� meme en modi�ant les gardes d�incontrolabilit�e

Nous formalisons maintenant le controle de syst�eme avec priorit�es�

D�e�nition �� Un STS int�egrant les notions de controlabilit�e et de priorit�e entre les �ev�enements
est STS d�e�ni comme dans la d�e�nition � avec en plus une partition de l�ensemble des actions�
' # 'p � 'np� Cette partition induit une partition sur l�ensemble des transitions� ainsi on d�e�nit
(p # f� � ( j�� � 'pg�

Remarque � Le caract�ere prioritaire d�une transition ne d�epend pas des valeurs des param�etres� On
remarque �egalement que l�on a uniquement deux niveaux de priorit�e� cependant on pourrait g�en�eraliser
le mod�ele en attribuant �a chaque action un niveau de priorit�e� En�n� un �ev�enement peut �etre �a la fois
incontr�olable et prioritaire�

Dans le cadre ainsi d�e�ni� les moyens d�actions du controle est de renforcer les gardes G� des
transitions symboliques par des gardes �G��� � G� satisfaisant�

pour une transition prioritaire � � (p� G�
uc � �G���

cette condition est identique �a la condition �����

pour une transition non�prioritaire � � (np �

�h�v��pi � G�
uc n �G

���� ��� � (p���p� � D��
� � h�v��p�i � �G���� nG��

uc �		�

Cette condition indique que� dans l��etat �v� l��ev�enement ����p� peut etre interdit alors qu�il est
incontrolable �hypoth�ese h�v��pi � G�

uc n �G
���� seulement s�il existe un �ev�enement prioritaire et

controlable ��
�

��p�� qui est activable�dans l��etat �v� dans le syst�eme control�e�
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Cette notion de priorit�e n�est pas traduisible dans le mod�ele classique de controlabilit�e dans la mesure
o�u la contrainte sur la garde synth�etis�ee �G��� dans l��equation �		� d�epend d�autre gardes synth�etis�ees
�G����� En ce sens� la notion de controlabilit�e est dynamique car elle d�epend du syst�eme control�e�
tandis que dans l��equation ����� elle ne d�epend que du syst�eme initial�

Pour r�esumer� les �ev�enements se classi�ent ainsi�

�� Parmi les �ev�enements controlables�

�a� les prioritaires peuvent inhiber des �ev�enements non�prioritaires�

�b� les non�prioritaires ne le peuvent pas�

	� Parmi les �ev�enements incontrolables�

�a� les prioritaires ne peuvent pas etre inhib�es�

�b� les non�prioritaires peuvent etre inhib�es par des controlables prioritaires

��� D�e�nition constructive du syst�eme contr�ol�e maximal

Soit un STS d�eterministe M # �V�&�'�(�'p� et une propri�et�e d�interdiction d��etat d�ecrite par un
pr�edicat E��v�� On se place imm�ediatement dans le cas o�u on cherche �a garantir le non�blocage�

On cherche �a d�e�nir une fonction de controle C � (�
U

��� 
�Q�D�� qui permet de d�e�nir les
transitions qui doivent etre interdites� Comme pr�ec�edemment� on va utiliser un op�erateur de transfor�
mation ensembliste qui permet d�identi�er les �etats menant de mani�ere in�evitable �a un �etat v�eri�ant le
pr�edicat E� Par souci de simplicit�e� on n�adoptera qu�une version ensembliste� Soit X � Q un ensemble
d��etats� %X son compl�ementaire� on d�e�nit �

Prepuc�X� #
	
���p

ProjQ



G�
uc 
 �A�����X�

�
�	��

Prenpuc �X� #
	

���np

ProjQ



G�
uc 
 �A�����X�

�
n
	

���p

ProjQ



�G� nG�

uc� 
 �A����� %X�
�

�	��

Prenb�X� #
	
���

Proj �Q



G� � �A�����X�

�
�	��

Pour les �ev�enements incontrolables prioritaires� on se ram�ene �a l�expression classique� �equation �	���
Pour les �ev�enements incontrolables non prioritaires� s�il existe une transition controlable et prioritaire
qui m�ene �a un �etat de %X � on poura inhiber cette transition incontrolable pour que le syst�eme respecte
toujours la propri�et�e souhait�ee et donc on ne consid�ere pas l��etat en question comme �a interdire�
�equation �	��� En�n� Prenb garde sa d�e�nition classique� �equation �	���

L�op�erateur dont on va chercher �a calculer le plus petit point��xe est�

Prenbuc�X� # Prepuc�X� � Prenpuc �X� � Prenb�X� �	��

Cet op�erateur est bien croissant� car l�expression d�ecroissante X n�appara-t qu�en second membre
d�une di��erence dans l��equation �	��� On d�e�nit ensuite Coreachuc�E� # lfp��X�E � Preuc�X���

Le controleur C est d�e�nit comme pr�ec�edemment� pour toute transition � # h��G�Guc �Ai on a

C��� # A���Coreachuc�E�� n �Coreachuc�E��D��

Le syst�eme control�e M� # �V�&��'�(�� est alors d�e�ni par�

! &� # & n Coreachuc�E��

! (� est d�e�ni �a partir de ( par
���G�Guc�A� � ( G� # G � 	C���

���G��Guc�A� � (�
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Il est facile de voir qu�aucune ex�ecution de M� ne peut atteindre Coreachuc�E�� et donc E� En
e�et� les �etats initiaux de M� ne sont pas dans Coreachuc�E�� et aucune transition dans (� ne peut
faire passer l��etat courant de 	Coreachuc�E� �a Coreachuc�E�� On d�e�nit ensuite le syst�eme control�e
par �G��� # G� n C����

V�eri�ons que ce renforcement des gardes correspond bien aux moyens de contr�ole d�e�nis au x����

� pour une transition prioritaire	 il faut v�eri�er que Guc � C
�� � �� Supposons quil existe h�v��pi � Guc �
C
��� Alors	 par d�e�nition de C
��	 h�v��pi � Guc � 
A����
Coreachuc
E��	 et par d�e�nition de Prep

uc
	

�v � Coreachuc
E�� Mais par d�e�nition de C
��	 on a aussi �v �� Coreachuc
E�� La contradiction nous
permet de conclure que � �h�v��pi � Guc � C
���

� pour une transition non�prioritaire � � �np 	 il faut v�eri�er la propri�et�e 
���� Soit h�v��pi � G�
uc

n 
G���	 ce
qui implique h�v��pi � G�

uc
� C
��� Donc

h�v��pi � G�
uc

� A
�v��p� � Coreachuc
E� 
���

Or �v �� Coreachuc
E�	 en particulier	 dapr�es l�equation 
���	 on a �v �� Prenp
uc

Coreachuc
E��� Dapr�es

l�equation 
���	 on en d�eduit quil existe �� � �p et �p� � D��
� tels que h�v��p�i � 
G��

nG��

uc
� � A��


�v��p�� ��
Coreachuc
E�� Donc h�v��pi ne sera pas interdit dans la transition � et h�v��pi � 
G����

�

��� Transformation des STS avec priorit�e vers un mod�ele sans priorit�e

Le calcul� pour un ensemble d��etats X� de Prenbuc�X� est relativement plus compliqu�e dans le cas
des STS avec priorit�e entre les �ev�enements� On peut se demander �a quelle condition on peut se passer
de cette notion de priorit�e�

Le probl�eme qu�on se pose est le suivant� �etant donn�e un STS M� tel que les actions sont soit
controlables� soit incontrolables�'uc�� et soit prioritaires�'p�� soit non�prioritaires� et un ensemble
d��etats interdits E� existe�t�il un moyen de le transformer en un STS classique M� �ayant le meme
ensemble d��etats� tel que� si on applique l�algorithme d�e�ni en x� sur M�� on calcule un ensemble
d��etats Coreachuc�E� identique �a celui calcul�e par l�algorithme d�e�ni en x� appliqu�e sur M�  

Transformation �naturelle�� En comparant les d�e�nitions des �moyens de controle� sur les deux
mod�eles� il semble naturel de consid�erer la transformation suivante� on transforme un automate avec
priorit�e M� # �V�&�'�(��'uc �'p� en un automate sans priorit�e M� # �V�&�'�(�� en suivant les
r�egles �

����p� � G��v��p� �v� �# A��v��p�� � (�
uc � Guc # G n

S
���p

G�

����p� � G��v��p��Guc��v��p� �v� �# A��v��p�� � (�

et

����p� � G��v��p� �v� �# A��v��p�� �� (�
uc � Guc # �

����p� � G��v��p��Guc��v��p� �v� �# A��v��p�� � (�

Exemple � Sur notre exemple ��gure "�� la transition �� �etiquet�ee par a��� est incontr�olable �G #
Guc�� tandis que la transition 	� �etiquet�ee par b��� est contr�olable �Guc # �� et prioritaire� On trans�
forme le syst�eme en supprimant les priorit�e� et en modi�ant les transitions� la premi�ere transition
aura ses gardes Gc�� # ft � �g et Guc�� # f� � t � �g tandis que la seconde aura des gardes
Gc�� # ft � �g et Guc�� # ��

Le probl�eme est que cette transformation est statique� Or les moyens de controle sur un STS avec
priorit�e sont dynamiques �cf� x����� Cette transformation qui permet de masquer la notion de priorit�e
ne peut etre e�ectu�ee que si on a des hypoth�eses tr�es fortes sur le syst�eme�
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t < 5 ?

a ( )

t < 3 ?
b ( )

3 < t < 5 !
t < 5 ?
t < 5 !

a ( )

t < 3 ?
b ( )

t < 5 ?  : garde

t < 5 !  : garde incontrôlable

Fig� � ! Transformation vers un mod�ele sans priorit�es

Calculs de Coreachuc�E�� Sur le premier automate� on peut calculer E�� # lfp��X�E � Pre��X���
avec Pre� # Prenbuc�X�� d�e�ni par l��equation �	��� Sur le second� on calcule E�� # lfp��X�E�Pre��X���
avec Pre� # Prenbuc�X�� d�e�ni par l��equation �����

Th�eor�eme � Si un automate avec priorit�e M� # �V�&�'�(��'uc �'p� v�eri�e les deux conditions�

� toutes les transitions prioritaires sont contr�olables

� pour tout �etat� il y a au plus une seule transition non�prioritaire tirable

et qu�on applique la transformation pour obtenir un automate M� # �V�&�'�(��� alors E�� # E�� �

Preuve� on va consid�erer la d�e�nition ensembliste du plus petit point �xe� E�i #
S

n�N Preni �E�
�i # ��	� et montrer par r�ecurrence que�

�N � N�
	
n�N

Pren� �E� #
	
n�N

Pren� �E�

Il su�t donc de montrer que pour un ensemble d��etats X� on a Pre��X� # Pre��X�� Soit v � pre��X��
D�apr�es l��equation �	��� et en utilisant les deux hypoth�eses faites� on a que v � pre��X� � v �
prenb�X� et donc v � pre��X� d�apr�es l��equation ����� R�eciproquement si v � pre��X�� alors soit
v � prenb�X�� soit v � preuc�X�� Dans ce dernier cas� cel�a signi�e que �� � (uc�v � Proj �G� 


A����X��
V
��� � (p

c �v �� Proj �G� 
A����X�� et donc � prenpuc �X��

��� Di�erences entre �ev�enements for�cables et �ev�enements prioritaires

Nous avons choisi de pr�esenter un mod�ele �a deux niveaux de priorit�e� Plutot que de parler de
priorit�e� on aurait pu aussi utiliser la notion d��ev�enements for�cables �	"�� qui permettent aussi de
�restreindre le caract�ere incontrolable� de certaines transitions�

Prenons un STS classique �d�e�ni au x��� dans lequel certaines actions �ensemble 'f � '� sont
for�cables� le controleur a deux moyens d�action� restreindre les gardes �de mani�ere controlable� ou
obliger le syst�eme �a prendre une transition for,cable� Formellement les moyens de controle sur un tel
mod�ele sont de renforcer les gardes G� des transitions par des gardes �G��� � G� satisfaisant�

�h�v��pi � Guc nG
�� ��� � (���p� � D��

� � ��
�

� 'f � h�v��p�i � �G���� �	��

Cette d�e�nition ressemble �mais n�est pas identique� �a celle d�e�nie par l��equation �		�� La principale
di��erence est que toute garde Guc est susceptible d�etre restreinte tandis que dans le mod�ele avec
priorit�e� seule celles des actions non�prioritaires pouvaient l�etre� De plus on ne tient pas compte dans
l��equation �	�� de la garde G��

uc�

Remarque � Dans ����� un �ev�enement peut �etre incontr�olable et for�cable� Toutefois on peut s�inter�
roger sur la compatibilit�e de ces deux notions et imposer la condition �� � (� �� � 'f � G�

uc # ��
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Pour illustrer la di��erence entre les deux notions� on va consid�erer un syst�eme simple�

Exemple � Soit le syst�eme avec une variable x dont le domaine est Q # f
��g �

M # �V �# fxg�& �# fx # �g�' �# fa���b��g�( �# f�a�� � true x� �# 
���b�� � true x� �# ��g�

On veut interdire l��etat fx # 
g� sachant que G�
uc # Q� �A quelle condition l��etat fx # �g est�il bon�

� Dans le cas o�u on a des actions for�cables� l��etat fx # �g est bon si b est for�cable �aucune
condition sur G�

uc et sur la nature de l�action a�� le contr�oleur forcera le syst�eme �a prendre la
seconde transition� aussi on aura toujours fx # �g�

�� Dans le cas o�u on a des actions prioritaires� l��etat fx # �g est bon si les trois conditions suivantes
sont v�eri��ees�

� l�action a n�est pas prioritaire

� l�action b est prioritaire

� G�
uc � fx # 
g

Ce petit exemple montre bien que la notion de contolabilit�e n�est pas la meme dans les deux mod�eles�
On ne peut donc pas passer automatiquement d�un syst�eme ayant des actions prioritaires ou non �a un
syst�eme ayant des actions for,cables�

� Contr�ole des syst�emes hybrides

��� Moyen de contr�ole sur un HTS

Nous avons discut�e et d�e�ni au x��� les moyens de controle que nous consid�erons sur les STS� La
partie discr�ete d�un HTS �etant un STS� nous conservons le mod�ele d�e�ni pour les STS� qui associe �a
chaque transition discr�ete � � ( une garde d�incontrolabilit�e G�

uc � G��
Nous nous focalisons donc sur les deux nouveaut�es introduites par le mod�ele des HTS� qui sont�

�� l�existence d��evolutions continues induites par le passage du temps�

	� l�interaction entre transitions discr�etes et passage du temps�

Dans la vision classique du controle� on consid�ere comme controlable ce que l�on peut modi�er�
Mais un segment de trajectoire du syst�eme ne peux pas etre class�e directement comme controlable ou
non�

! La dynamique continue du syst�eme ne peut pas etre modi��ee� elle mod�elise en principe un
environnement physique auquel il s�agit plutot de s�adapter� En outre� dans notre mod�ele� cette
dynamique est d�eterministe�

! Suspendre l��ecoulement du temps n�a pas non plus de sens�

Nous consid�erons donc que les �evolutions continues ne sont pas directement controlables�
En revanche� un moyen indirect de controle est de jouer sur l�interaction entre transitions discr�etes

et passage du temps� En e�et� on peut �eviter un �etat �mauvais� par anticipation� en for,cant un
changement de mode �une transition discr�ete� au bon moment� Par exemple� le conducteur d�une
voiture anticipe le d�eplacement de son v�ehicule pour freiner �a temps� il ne peut pas modi�er les lois de
la physique qui r�egissent le d�eplacement de la voiture� mais il peut passer du mode �acc�el�eration� au
mode�freinage�� Ceci suppose la possibilit�e de forcer un changement de mode� c�est��a�dire dans notre
cadre de donner la priorit�e aux transitions discr�etes sur l��ecoulement du temps�

Dans le cadre des HTS� on dispose d�un moyen de controle sur l��ecoulement du temps� l�invariant
H��q� associ�e �a la partie discr�ete d�un �etat� Forcer une transition discr�ete consiste alors �a restreindre la
�garde temporelle� H��q� pour que la seule possibilit�e soit de prendre la transition discr�ete controlable�

On va donc utiliser l�analogie suivante avec ce qui a �et�e vu en x��

! Les transition discr�etes seront consid�er�ees comme prioritaires� qu�elles soient controlables ou non�

! l��ecoulement du temps sera consid�er�e comme une transition non�prioritaire et incontrolable�
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Il n�y aura donc pas de priorit�e entre transitions discr�etes� comme au x�� mais l��ecoulement du temps
pourra etre inhib�e par l�activation d�une transition discr�ete controlable�

Formellement� et par analogie au x���� les moyens d�actions du controle sont�

! de renforcer les gardes G des transitions discr�etes � par des gardes G� en respectant la contrainte
Guc � G� � G�

! de renforcer l�invariant global H par H � en respectant les contraintes

H � � H �	��

��q � Q���x � X� �x � H��q� nH ���q� #� �� � (���q��x� � Proj S�G
� � nG�

uc� ��
�

avec la contrainte globale de ne pas introduire de blocage�
Ceci est en fait la notion de controle des syst�emes hybrides consid�er�ee �plus implicitement� dans ����

On peut donc consid�erer que le controle des syst�emes hybrides est un cas particulier de la notion de
controle des STS avec priorit�e� En revanche� compar�e �a ���� l�ajout dans notre mod�ele d��ev�enements
discrets incontrolables complique l�interaction entre transitions discr�etes et �evolutions continues�

��� D�e�nition constructive du syst�eme contr�ol�e maximal

Soit un HTS M # �V�&�'�(�D�H� et E � S un ensemble d��etats �a interdire� On suppose que M
est non bloquant� On veut obtenir un HTS control�e M� # �V�&�'�(��D�H ��� lui aussi non bloquant�
tel que les ex�ecutions de ce nouvel automate ne passent pas par un �etat de E� On veut de plus que
l�automate control�e soit le plus permissif possible� toute ex�ecution de M qui ne passe pas par un �etat
de E doit etre aussi une ex�ecution de M��

Pour calculer M�� on va d�eterminer comme aux x� et x� l�ensemble Coreachuc�E� des �etats qui
m�enent de mani�ere incontrolable �a un �etat de E� �etant donn�e les moyens de controle que l�on s�est
donn�e� Il faut donc prendre en compte les �evolutions continues dans l�op�erateur de pr�e�condition Preuc �
ainsi que l�interaction entre transitions discr�etes et �evolutions continues�

Rappels� On rapelle les d�e�nitions de before��q�Y � et de B�Y � �cf� x	���� Pour �q � Q et Y � Q�Xon
d�e�nit�

! l�ensemble des �etats qui peuvent mener �a Y par un segment de trajectoire�

before��q�Y � # fh�q��xi j �T � 
� ����q��x��T � � Y g ����

! la fermeture temporelle de Y �

B�Y � # fh�q��xi j � � 
� �
 � t � � h�q�����q��x��t�i � Y g ��	�

Op�erateur esc� �Etant donn�e � � ( et Y � S� esc����Y � d�esigne l�ensemble des �etats qui peuvent
s��echapper par une transition controlable vers un �etat h�q���x�i � Y en prenant la transition �� On a�

esc����Y � # Proj S��G
� nG�

uc� 
 �A�����Y �� ����

On exclut les �etats qui ne peuvent s��echapper que par un �ev�enement incontrolable�

Op�erateur Pre�uc� �Etant donn�e un �etat discret �q� on cherche maintenant �a d�e�nir l�ensemble des
�etats qui m�enent �a Y par passage du temps sans qu�il soit possible de s��echapper de mani�ere controlable
vers un �etat h�q���x�i � Y � Nous consid�erons successivement les ensembles d��etats suivants�

! before��q�Y � 
 esc����Y � est l�ensemble des �etats qui peuvent mener �a Y par un segment de
trajectoire� mais qui peuvent etre consid�er�es comme bons car ils m�enent �a Y par la transition
discr�ete �� il s�agit du sous�ensemble de A 
B sur la �gure ��
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D(q)

H(q)=true

G

YB

A
C

esc���Y�

�

Fig� � ! Pre�uc��q�Y �

! before��q� �before��q�Y � 
 esc����Y �� est l�ensemble des �etats qui m�enent par un segment de trajec�
toire aux �etats �bons� d�e�nis ci�dessus� il s�agit de l�ensemble C sur la �gure ��

On en d�eduit donc une formule donnant l�ensemble des �etats qui m�enent �a Y par passage du temps�
sans qu�il soit possible de forcer une transition controlable pour l��eviter �ensemble BnC sur la �gure ���

Pre�uc��q�Y � # before��q�Y � n
	
���

before��q�before��q�Y � 
 esc����Y �� ����

Pre�uc�Y � #
	
�q�Q

Pre�uc��q�Y � ����

Par analogie au x�� pre�uc�Y � correspond au Prenpuc �Y � de l��equation �	��� la seule �transition� non
prioritaire est l��ecoulement du temps�

Op�erateur Pre�uc�

Pre�uc�Y � #
	
���

ProjQ



G�

uc 
 �A�����Y �
�

����

Il s�agit tr�es exactement de l�op�erateur Prepuc de l��equation �	�� du x�� car on a ici (p # (�

Op�erateur Prenbuc � Puisque le syst�eme control�e doit etre non bloquant� il nous faut un op�erateur qui
�elimine les �etats bloquants� Un �etat est bloquant dans un HTS s�il est bloquant dans le STS sous�jacent
��equation ����� et si l��evolution continue est bloqu�ee�

Prenbuc�Y � #

���

Proj �S�G
� � �A�����Y ��


B�Y � %H� ��"�

L�ensemble B�Y � %H� repr�esente les �etats tels que toute �evolution temporelle est bloqu�ee� soit par Y �
soit parcequ�on sort de l�ensemble H� Cette d�e�nition est donc la transposition de l��equation 	� du
x�� dans le mod�ele des HTS�

Op�erateur Preuc� On obtient donc l�op�erateur Preuc global�

Preuc�Y � # Pre�uc�Y � � Pre�uc�Y � � Prenbuc�Y � ����

o�u Pre�uc est l�op�erateur d�e�ni par l��equation �����
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Syst�eme contr�ol�e maximalM�� L�ensemble des �etats interditsE �a �eviter est donc Coreachuc�E� #
lfp��Y�E � Preuc�Y ��� De meme que pr�ec�edemment� on va d�e�nir une fonction de controle qui� intui�
tivement� interdit les transitions menant �a Coreachuc�E��

Lorsqu�on respreint les invariants H��q�� il faut veiller �a respecter la contrainte de controlabilit�e
exprim�ee en x"��� C�est pourquoi on ne �bloquera� l��evolution temporelle que dans les �etats de l�en�
semble Coreachuc�E� 
 B�Coreachuc�E��� car on sait �par le calcul du point �xe� que dans ces �etats
il est possible de prendre une transition discr�ete menant �a Coreachuc�E��

Le syst�eme control�e M� # �V�&��'�(��D�H �� est d�e�ni par�

! &� # & n Coreachuc�E��

! (� est d�e�ni �a partir de (� en utilisant la fonction C��� d�e�nie par l��equation ��"�� par

����p�Guc �G�A� � ( G� # G � 	C���

����p�Guc�G
��A� � (�

! H � # H n


Coreachuc�E� 
B�Coreachuc�E��

�
L�automate control�e respecte la propri�et�e de suret�e et est non bloquant� c�est une cons�equence

directe des propri�et�es de Coreachuc�E�� De plus on peut montrer que ce syst�eme est le plus permissif
en utilisant le fait que Coreachuc�E� est le plus petit point��xe de l�op�erateur Preuc contenant E�

Remarque �� On ne s�est pas pr�eoccup�e ici du probl�eme des  cycles de Z�enon! �l�automate a un
cycle de transitions discr�etes qui peuvent ainsi bloquer l��ecoulement du temps�� En e�et� on consid�ere
les HTS comme une extension des STS� autrement dit des syst�emes qui peuvent �et non doivent� avoir
un comportement continu� On peut toutefois montrer que si l�automate de d�epart n�a pas de cycle de
Z�enon� alors l�automate contr�ol�e n�en a pas non plus�

��� Calcul eectif du syst�eme contr�ol�e

Comme pour les STS� on ne peut pas calculer de mani�ere exacte Coreachuc�E�� Comme nous avons
exprim�e cet ensemble comme point��xe d�op�erateurs ensemblistes� on peut travailler dans un treillis
abstrait comme au x���� en ajoutant les op�erations abstraites correspondant aux op�erateurs before� esc
et Pre�uc �

Pour d�eterminer le syst�eme control�e maximal� nous n�avons pas besoin de faire d�hypoth�ese sur
la nature des gardes ou la forme de l��equation di��erentielle� Toutefois� pour avoir des approxima�
tions e�caces� il est pr�ef�erable d�avoir des gardes et des invariants sous forme d�union �nie de
poly�edres convexes� C�est avec ces hypoth�eses que travaillent les outils de v�eri�cation �et de synth�ese
de controleurs� des syst�emes hybrides comme Hytech ���� ou d�dt ����

��� Int�er�et de cette approche

Le probl�eme de la synth�ese de controleurs pour des syst�emes hybrides a d�ej�a �et�e �etudi�e� y compris
avec des mod�eles int�egrant une notion d��ev�enements discrets incontrolables �	��� Cependant� le mod�ele
des HTS est un plus g�en�eral que ceux d�ej�a �etudi�es �param�etres de communication� a�ectations des
variables��

Notre d�emarche est originale d�un point de vue conceptuel� au lieu de partir des syst�emes hybrides et
de rajouter la notion d��ev�enements incontrolables� nous sommes partis d�un mod�ele discret symbolique
que nous avons �etendu pour traiter le cas des syst�emes hybrides� Ce glissement du monde des syst�emes
discrets au monde des syst�emes hybrides pr�esente deux int�erets�

�� Bien que les formalismes di��erent� les notions de controle d�e�nies sur chacun d�eux sont compa�
tibles� En particulier� lorsqu�un HTS se r�eduit �a un STS� c�est��a�dire lorsque le temps ne peut
jamais s��ecouler �H # false�� la d�e�nition de Preuc dans le cadre des HTS� �equation ����� se
r�eduit a la d�e�nition de Preuc dans le cadre des STS� �equation �����
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	� cette uni�cation des mod�eles justi�e a posteriori les choix faits pour le controle des STS� et
clari�e la notion de for,cage d��ev�enements dans les HTS�

� Conclusion

Dans ce papier� nous avons abord�e le probl�eme de la synth�ese de controleurs �a travers di��erents
mod�eles allant des syst�emes de transitions �nis �LTS� aux syst�emes hybrides �HTS� en nous int�eressant
�a des propri�et�es de suret�e� Apr�es avoir discut�e les di��erentes approches au probl�eme du controle� nous
avons adopt�e une vision ra�nement de sp�eci�cation �ou controle interne� par opposition au controle
externe �ou en boucle ferm�ee� traditionnellement utilis�ee dans la communaut�e automatique discr�ete�
Si les safety controllers� dans le cas des syst�emes de transitions �nis� et les switching controllers� dans
le cas automates hybrides� ont �et�e largement �etudi�es� la synth�ese de controleurs pour des syst�emes
interm�ediaires n�a pas �et�e un probl�eme fortement consid�er�e� alors meme que de nombreux syst�emes
peuvent etre mod�elis�es par des syst�emes de transitions symboliques�

Dans cette optique� nous avons regard�e comment appliquer les techniques de synth�eses sur des
syst�emes de transitions �nis au cadre des syst�emes de transitions symboliques �STS�� mod�ele in�
term�ediaire entre celui des LTS et celui des HTS� L�analyse des besoins de mod�elisation nous ont amen�e
�a faire porter le crit�ere de controlabilit�e sur les gardes des transitions symboliques� Nous avons r�esolu
le probl�eme de la synth�ese dans le cadre ainsi d�e�ni� puis montrer comment utiliser l�interpr�etation
abstraite pour obtenir un algorithme e�ectif de synth�ese� permettant d�obtenir un syst�eme control�e
non maximal� L�exemple du BRP a permis de donner une application pratique �a cette th�eorie�

Nous avons en�n abord�e le probl�eme de la synth�ese pour le mod�ele plus g�en�eral des HTS� en
r�eutilisant les techniques et la notion de controlabilit�e d�e�nies pour les STS� Nous avons ainsi formul�e
pr�ecis�ement la notion de for,cage d��ev�enements et surtout le crit�ere de controlabilit�e de celui�ci� puis
r�esolu le probl�eme de la synth�ese sur ces bases�

L�ensemble de ces r�esultats fournit un cadre th�eorique uni��e pour la r�esolution du probl�eme de
synth�ese de controleurs pour un ensemble consistant de mod�eles de syst�emes �portant sur des propri�et�es
de suret�e�� Le futur d�eveloppement d�un logiciel bas�e sur ces algorithmes� et utilisant les approxima�
tions donn�ees par l�outil de v�eri�cation NBac permettra de faire de la synth�ese de controleurs de
mani�ere uni��ee pour ces di��erents mod�eles�
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